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§1． は じ め に
表現定理とグリーン関数は震源に起因する媒質中の変
位場を記述する強力な数学的手法である［日下部・亀
(2015)，日下部・他 (2016)］．体積 V，外側表面 Sを持つ
領域内部の変位場は，グリーン関数 Gを用いて，V 内
の体積力 fと S上のトラクション Tと変位 uの観点
から
u, t =

dτ fξ , τG, t−τ ; ξ , 0dV ξ
+

dτTuξ , τ,nG, t−τ ; ξ , 0dS ξ
−

dτ uξ , τnξcξ
∂
∂ξ
G, t−τ ; ξ , 0dS ξ
(1)
のように表される［Aki and Richards (2002)，安芸・リ
チャーズ (2004)］．ここで，, t , ξ , τは受信点の位置と時
刻，震源の位置と時刻，nは Sの法線ベクトル，cは
弾性定数である．下添え字は，ここでは 3次元 (i, j ,⋯=
1, 2, 3) を考え，アインシュタインの和の規約を用いる．
地震発生に伴う物理現象の数理モデルにおいて，グ
リーン関数の空間 2 階微分の評価がしばしば必要とな
る．なぜなら，弾性変形場の歪み・応力・密度摂動との
相互作用を考える問題においては，変位場の空間勾配の
評価が必要となり，その際に eq. (1) の右辺第 3 項に
∂G/∂ξ∂が現れるからである．断層面上で応力と滑
り速度の間に成り立つ境界積分方程式を用いた動的破壊
問題の定式化はその典型である［例えば，Tada (2009)，
Kame and Kusakabe (2012)，Kusakabe and Kame (2017)］．
近年，地震の即時検知の高度化の可能性として，地震発
生に伴い光速で伝わる重力場・電磁場摂動の検出が提案
されている．弾性波速度で広がっていく応力や密度の摂
動は，ピエゾ電気・磁気や重力変化を引き起こす［例え
ば，Ogawa and Utada (2000)，Harms et al. (2015)，Yama-
zaki (2016)］．このようなモデルにおいてもグリーン関
数の 2階微分の評価が必要になる．
上に挙げたモデリング研究において，∂G/∂ξ∂
=: Gの評価には全無限グリーン関数 G（全無限
均質等方弾性媒質中における動弾性グリーン関数の解析
解）が用いられてきた．これらの研究では，震源をダブ
ルカップル点震源とし，関連する物理量（電磁場摂動研
究の場合は応力，重力場摂動研究の場合は密度摂動）に
対して G を含む表現を導出している．G に対して
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その 2階微分の導出は，特段の難しさはないものの高次
テンソルのため大変煩雑である．任意の力源に対して関
連する物理量が全て統一的に記された公式を利用できれ
ば，各自の研究テーマに専念でき便利であろう.
そこで本稿では，G ，およびこれを用いたモーメン
トテンソルで記述される点震源が引き起こす歪み・応
力・密度摂動場の表現を導き公式として記す．この過程
で得られるシングルフォース震源に対する表現式も同時
に記す．次に，近年注目を集める地震の即時重力変化検
出の研究について紹介し，弾性体中のダブルカップル震
源が引き起こす重力摂動の理論モデル波形が，本稿の公
式により簡便に，任意の震源に拡張されることを示す．
また，公式の応用例として，地震により 4象限型に動的
に再分配される質量をマグニチュードの関数として導き
概算を示す．
§2． 歪み・応力・密度摂動の表現：モーメントテン
ソル震源の場合
全無限均質等方弾性媒質中においてデカルト座標をと
り，原点に位置する点震源を考える．震源のメカニズム
と時間関数がモーメントテンソル関数 Mt で表され
る場合，これにより生じる変位場は，
u(,t)=M*
∂G
∂ξq
=
15γγγ−3γδ−3γδ−3γδ
4πρ 
1
r 

τM(t−τ)dτ
+
6γγγ−γδ−γδ−γδ
4πρ α 
1
r 
Mt−
r
α 
−
6γγγ−γδ−γδ−2γδ
4πρ β  
1
r 
Mt−
r
β 
+
γγγ
4πρ α 
1
r
Ṁt−
r
α 
−
γγγ−γδ
4πρ β  
1
r
Ṁt−
r
β  (2)
と表される［Aki and Richards (2002)，安芸・リチャーズ
(2004)］．ここで r=−ξ は震源・受信点間の距離，γ=
−ξ/r は方向余弦，ρは媒質の密度，αは媒質の P波
速度，βは S波速度，δはクロネッカーのデルタ，*は時
間での畳み込みである．距離減衰の違いから，右辺の第
1項は近地項，第 2・3 項は中間地項，第 4・5 項は遠地項
と呼ばれる．
この後の関連する物理量の導出を想定し，eq. (2) の右
辺においてグリーン関数の受信点座標に関する微分
∂G/∂ξ∂=Gを考える．
γ=
−ξ
r
=
∂r
∂
=−
∂r
∂ξ
(3)
を用いて微分を実行すると，
∂u
∂
=M*
∂G

∂ξ∂
=
1
4πρ R
1
r 

τMt−τdτ
+R
1
αr 
Mt−
r
α +R
 1
β r 
Mt−
r
β 
+R
1
αr 
Ṁt−
r
α +R
 1
β r 
Ṁt−
r
β 
+R
1
αr
M̈t−
r
α +R
 1
β r
M̈t−
r
β  (4)
となる．ここで各係数は
である．
これを用いると，歪み場 e, t は，
e, t =
1
2 
∂u
∂
+
∂u
∂ 
=
1
8πρ S
1
r 

τMt−τdτ
+S
1
αr 
Mt−
r
α +S


1
β r 
Mt−
r
β 
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R=−105γγγγ+15δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ
−3δδ+δδ+δδ,
R
=−45γγγγ+6δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ
−δδ+δδ+δδ,
R
=−10γγγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ,
R
=−γγγγ,
R
=−R−3δγγ+δδ,
R
=−R−3δγγ+δδ,
R
=−R−δγγ (5)
+S
1
αr 
Ṁt−
r
α +S


1
β r 
Ṁt−
r
β 
+S
1
αr
M̈t−
r
α +S


1
β r
M̈t−
r
β 
(6)
となる．ここで各係数は
である．
応力場 τ, t と密度摂動場 δρ, t はそれぞれ，
τ, t =λδe+2μe
=λδ −3γγ+δ4πρ α 
1
r 
Mt−
r
α 
+
−3γγ+δ
4πρ α 
1
r 
Ṁt−
r
α 
+
−γγ
4πρ α 
1
r
M̈t−
r
α +2μe, (8)
δρ, t =−ρ∇･u, t 
=−δ 
Mt 
3α
+
3γγ−δ
4πα 
1
r 
Mt−
r
α 
+
3γγ−δ
4πα 
1
r 
Ṁt−
r
α 
+
γγ
4πα 
1
r
M̈t−
r
α  (9)
となる．公式 eq. (9) の右辺第 1 項のデルタ関数とその
係数に注目すると，体積変化を伴う震源の場合，ある時
刻のモーメントテンソルのトレース Mt （収縮 M<0
と膨張M>0）の 1価関数として，原点に質量 |Mt/3α|
相当分の「湧き出し」または「吸い込み」が現れること
がわかる．一方，体積震源で生じる体積変化はモーメン
トテンソルのトレースと一意に対応しない［例えば，
Kumagai et al. (2015)，Mizuno et al. (2015)，Ichihara et al.
(2016)， 日下部・他 (2016)］．このように，モーメントテ
ンソルのトレースに対する質量と体積の関係は異なるこ
とが見て取れる．
この原点の質量変化は，媒質全体での質量保存からそ
の時刻に震源外側に引き起こされている質量再分配と
ちょうど打ち消し合うと考えられる．そこで，この原点
の質量変化の符号を逆にしたものを，ここで新たに「体
積震源モーメントテンソルによる質量再分配 δm
(Volumetric Moment tensor Mass redistribution)」と名
付ける．これは Mt の 1価関数として
δmMt =Mt /3α (10)
となる．
§3． 歪み・応力・密度摂動の表現：シングルフォー
ス震源の場合
原点に作用するシングルフォース Ft 震源が引き起
こす変位場は，
u, t =F* G
=
3γγ−δ
4πρ 
1
r 

τFt−τdτ
+
γγ
4πρ α 
1
r
Ft−
r
α 
−
γγ−δ
4πρ β  
1
r
Ft−
r
β  (11)
となる［Aki and Richards (2002)，安芸・リチャーズ
(2004)］．これを更に震源座標 ξで微分して，pq成分の
カップルフォース震源としたものが eq. (2) であることを
考えれば，eq. (11) の受信点座標 に関する微分は eq.
(2) の符号を反転させて Mを Fで置き換えたものと等
しくなる．すなわち，
∂u
∂
=F*
∂G

∂
=−F*
∂G

∂ξ
=−
15γγγ−3γδ−3γδ−3γδ
4πρ 
1
r 

τFt−τdτ
−
6γγγ−γδ−γδ−γδ
4πρα 
1
r 
Ft−
r
α 
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S=−210γγγγ+30δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ
−6δδ+δδ+δδ,
S
=−90γγγγ+12δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ
−2δδ+δδ+δδ,
S
=−20γγγγ+2δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ+δγγ,
S
=−2γγγγ,
S
=−S−3δγγ−3δγγ+δδ+δδ,
S
=−S−3δγγ−3δγγ+δδ+δδ,
S
=−S−δγγ−δγγ (7)
+
6γγγ−γδ−γδ−2γδ
4πρβ  
1
r 
Ft−
r
β 
−
γγγ
4πρα 
1
r
Ḟt−
r
α 
+
γγγ−γδ
4πρβ  
1
r
Ḟt−
r
β  (12)
となる．歪み場 e, t は，
e, t =
1
2 
∂u
∂
+
∂u
∂ 
=
−30γγγ+6γδ+6γδ+6γδ
8πρ 
1
r 

τFt−τdτ
+
−12γγγ+2γδ+2γδ+2γδ
8πρ α 
1
r 
Ft−
r
α 
+
12γγγ−3γδ−2γδ−3γδ
8πρβ  
1
r 
Ft−
r
β 
+
−2γγγ
8πρα 
1
r
Ḟt−
r
α 
+
2γγγ−γδ−γδ
8πρβ  
1
r
Ḟt−
r
β  (13)
となる．応力場 τ, t と密度摂動場 δρ, t はそれぞ
れ，
τ, t =λδe+2μe
=λδ −γ4πρ α 
1
r 
Ft−
r
α 
+
−γ
4πρ α 
1
r
Ḟt−
r
α +2μe, (14)
δρ, t =−ρ∇･u, t 
=
γ
4πα 
1
r 
Ft−
r
α +
γ
4πα 
1
r
Ḟt−
r
α 
(15)
となる．
§4． 地震即時重力摂動の理論モデルの紹介
Harms et al. (2015) はダブルカップル点震源から放射
される地震波に伴う密度摂動がニュートン万有引力の法
則に従い引き起こす重力摂動の理論波形を導いた．注目
すべきは破壊開始時刻 t=0後直ちに観測点に現れ，P
波到達時刻 t=r/αに先行する「即時重力摂動 δg, t 」
の表現である．Harms et al. (2015) の導いた重力摂動ポ
テンシャルと弾性体変位場のスカラーポテンシャルの等
価性の関係を用いれば，全無限均質等方弾性媒質中にお
いて即時重力摂動が
δg, t =4πGρu , t  0<t<r/α (16)
となることが示される [Kimura (2018)]．ここで Gは万
有引力定数であり，u , t は変位場のスカラーポテン
シャル寄与分である（ヘルムホルツポテンシャルの観点
から，変位場をスカラーポテンシャル ϕの勾配とベクト
ルポテンシャル Aの回転の和として u=∇ϕ+∇×A
=: u+uと構成できる）．Eq. (2) において，u
は P
波速度 α，uは S波速度 βを含む項がそれぞれ対応す
る．uの各項を見ると，中間地項と遠地項は P波速度
で遅延する一方，近地項は 

=−

+

と分解
され，それぞれは t=0から立ち上がり始めることがわ
かる．即時重力摂動の時間依存性は


τMt−τdτ=

dt′
′
Mt″ dt″
=: IMt  (17)
となり，モーメント関数の 2 階時間積分関数 IMt 
となる（距離依存性は 1/r ）[Harms et al. (2015)]．すな
わち，破壊の開始後，彼らの理論即時重力波形は長周期
成分に富む緩やかな立ち上がりを示す.
Harms et al. (2015) は，同時に，重力波検出装置を用
いた地震検知に必要となる重力空間勾配の理論波形も示
した．これは歪み加速度の次元 1/sを持つテンソル量
であり，
ḧ :=
∂δg
∂
(18)
であるが，これは eq. (16) の表現を用いれば
∂δg
∂
=4πGρu (19)
となる．Harms et al. (2015) では ∂δg/∂をテンソル積
の斜行基底を用いた表現として示した．一方，eq. (19)
の右辺はデカルト座標系の直交基底で表されていること
に注意する．Eq. (19) の u をダブルカップルとした eq.
(4) を用いて代入したものは，Harms et al. (2015) の表現
と完全に等価であるが，実際の数値計算においては本稿
の表現がより簡便な道具となる．重力摂動と同様の議論
により，重力摂動勾配の即時項の時間関数は IMt ，
距離依存性は 1/r となることがわかる [Harms et al.
(2015)]．
このモデルを 2011 年東北地方太平洋沖地震（M=
9.0，以下，東北地震）に適用すると，期待される即時重
力摂動の鉛直成分の最大値は日本各地で 10m/s程度
となり，これは P波到着前に観測点サイトが静止してい
るならば加速度センサーにより十分測定可能な大きさで
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ある [Kimura (2018)]．最近，東北地震の即時重力摂動の
信号検出が報告されているが，そこで見いだされた加速
度振幅はこのモデル予測値の 1/10以下である [Montagner
et al. (2016)，Vallée et al. (2017)，Kimura (2018)，Kimura
et al. (2018)]．これは即時重力が現れると，センサー重錘
が加速度運動するだけでなく観測点サイトも同様に加速
度運動し，その結果，重力摂動に対する感度が低下する
ことが原因と考えられる [Heaton (2017)，Vallée et al.
(2017)，Kimura (2018)，Kame and Kimura (2018)]．この
ことは，加速度計測が地震の即時検出に最適でないこと
を示唆する．
一方，重力勾配は潮汐力であり，原理的には観測点の
加速度運動に依存しない測定量である．東北地震で期待
される即時重力摂動勾配テンソルの各成分の大きさは，
r<100kmで10/s程度となる．現時点で，地震の 1∼
100秒の帯域でこれを検知可能な測定装置はないが，初
期宇宙起源の重力波検出を目指す宇宙望遠鏡 TOBA
(Torsion Bar Antenna) はこの帯域で 10/sの感度に達
しており [Ando et al. (2010)，Shoda et al. (2014)]，将来，
TOBA の高感度化による地震速報の実現を目指してい
る［安東 (2016)］．現在，M9級の超巨大地震に対して，
衛星重力観測から地震発生前後の重力変化の空間分布が
検出可能になっている［例えば，田中・日置 (2017)］が，
このような高感度歪み計の開発により地震の発生直後か
ら地震後の静的値に至る過渡的な重力の時間変化をすべ
て計測できる可能性がある．
Eq. (16) と eq. (19) は任意の弾性波動場に対して成り
立つことに注意する．弾性変形場の粗密成分が万有引力
に従い引き起こす重力摂動の定量化であり，震源メカニ
ズムにも観測時間にも制限がない．すなわち，これらの
式と本稿の公式とを組み合わせれば，モーメントテンソ
ルあるいはシングルフォースで表される任意の震源に対
して，重力摂動（ベクトル）とその勾配（テンソル）の
全成分の理論波形が，始まりから終わりまで全ての時間
にわたり簡便に計算できる [Kimura (2018)]．例えば，重
力摂動勾配の場合，震源のメカニズムと時間関数に応じ
て Mt （もしくは Ft ）を設定し，eq. (4)（もしくは
eq. (12)）を用いて u を計算し，eq. (19) に代入すれば良
い．Kimura (2018) は，eq. (16) および eq. (19) を用いて，
球状空隙の爆発に対応する等方震源 (M|)，
および火山噴火を模したシングルフォース震源 (F|)
に対して，設定された震源時間関数に対して理論記象を
合成した．ただし，これらの震源には実際に質量移動が
伴うことが普通であり，合成された理論記象にはこの実
際の質量移動が引き起こす重力摂動は含まれていないこ
とに注意する.このような理論波形は，将来，超高感度で
計測された歪みデータにおけるイベント信号の同定，お
よびノイズ震源の解釈に資するであろう．
§5． 公式の応用例：地震の 4象限型動的質量再分配
δmDQM
密度摂動場の公式 eq. (9) を用いて，ダブルカップル点
震源（断層滑り）の場合に，地震波伝播に伴う過渡的な
密度摂動の総量がどの程度の質量変化となるかマグニ
チュードの関数として見積もってみよう．
−平面上で 方向に断層が滑る場合を考える（M
=M=Mt , 他は 0）．このとき，eq. (9) の密度摂動場
は
δρ, t =
sin2θ cosϕ
4πα
.
 3r  Mt−
r
α +
3
αr 
Ṁt−
r
α 
+
1
αr
M̈t−
r
α  (20)
となり，Harms et al. (2015) の結果と一致する．ここで
θ ,ϕはそれぞれ球座標系における余緯度と経度である．
放射パターンは P波放射と同じ 4 象限型であり，第 1象
限と第 3象限に正，第 2象限と第 4象限に負の密度摂動
が生まれる (Fig. 1)．全方位にわたる密度摂動の空間積
分は常に 0となり，確かに質量保存していることがわか
る．
モーメント関数 Mt の継続時間が T，最終モーメン
トが M,M0=0, Ṁ0=ṀT =0の場合に，eq. (20)
の右辺の各項について見てみよう．ある震源距離 r の
地点において，第 1 項は地震波が通り過ぎるr/α<t<
r/α+T の間変化し，その後ゼロでない永久変化が残る
ので，これを静的項と呼ぶことにする．静的項の永久変
化は P波通過後に残る断層滑りによる密度摂動を担い，
地震前後の静的重力変化と関係づけられる [Okubo (1991)]．
この密度摂動の静的項を各象限内で積分すると原点での
発散を伴うが，これは静的質量変化の評価には有限断層
モデルを考える必要があることを意味する．一方，第 2
項と第 3項は同じく r/α<t<r/α+T でのみ変化するも
のの，地震波が通り過ぎると元のゼロ値に戻るので，こ
れを動的項と呼ぶことにする．ある瞬間のスナップ
ショットを考えると，動的項は震源時間内であれば P波
球面の内側 r<αtに，震源時間後は 2つの P波球面の間
α t−T <r<αtの領域にのみ存在し (Fig. 2)，時間とと
もに P波速度で震源から遠ざかる．
以下では，この P波によって運ばれる密度摂動の動的
部分によって 4象限内の各象限に再分配される質量 δm
(Dynamically induced Quadratic earthquake Mass redis-
表現定理とグリーン関数 (3) 157
tribution) を求める．問題の対称性から各象限の質量変
化の絶対値は等しく，第 1象限 >0, >0の正の質量
変化を計算すれば十分である．震源過程に伴うこの質量
再分配の時間変化を δmt とすると，
δmt =

dϕ

dθ 

dr r  sin θ⋅
sin 2θcos ϕ
4πα 
3
αr 
Ṁt−
r
α +
1
αr
M̈t−
r
α 
=
4
3πα
Mt  (21)
とモーメント関数の単純な定数倍となり，t>T で最終
値 δm=4M/3παとなる．この結果を時空間的に
捉えてみよう (Fig. 2)．0<t<T では震源による密度摂
動の生成が継続中であり δmt は時間とともに増加
する．t>T で密度摂動の分布は遠ざかり領域が広がる
が，密度摂動が幾何減衰し，質量は保存し最終値を保つ．
なお，静的項は 1/r で減衰するので，eq. (21) の被積分
関数に含めても，震源から十分離れればこの動的再分配
に寄与しない．
震源過程完了までに動的に再分配される質量 4M/3πα
は，地震モーメント Mを介して地震のモーメントマグ
ニチュード M=2/3log M−9.1と以下の式で関係
づけられる．
δmM≃10 kg . (22)
ここで α=7km/sとした．M=9.0の場合，4 象限型動
的質量再分配は 3×10 kgとなる．Table 1 にマグニ
チュード Mと動的質量再分配の対応表を記す．
Eq. (21) と eq. (22) に理論的に記した動的質量再分配
量は，現時点では，その評価自体に意義がないように思
えるかもしれない．しかしながら，前節で触れたよう
に，現在，TOBA［安東 (2016)］や Dual Torsion-Beam
Gravimeter [MacManus et al. (2018)] といった地震発生
の即時検知を目指す超高感度重力歪み計の開発が進めら
れている. このような計測装置により地震の始まりから
終わりまでの過渡的な重力の時間変化をすべて計測でき
た場合に，その重力変化源としての質量変化量の概算を
与えるものとなる．今後の高感度重力歪み計の開発に期
待する．
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M δm
M=10 kg
1.0 102.5∼3×102
2.0 104.0∼1×104
3.0 105.5∼3×105
4.0 107.0∼1×107
5.0 108.5∼3×108
6.0 1010.0∼1×1010
7.0 1011.5∼3×1011
8.0 1013.0∼1×1013
9.0 1014.5∼3×1014
Fig. 1. Diagrams for the radiation pattern of the
density perturbation due to a double couple, i.e.,
sin 2θcos ϕ. The diagram is for the plane ϕ=0,π,
and the pair of arrows at the center denotes the
shear dislocation. Solid and gray lines denote the
positive and negative signs of perturbation, re-
spectively.
Fig. 2. Schematic illustrations of transient density
perturbation distributions. Each spherical front
expands with the P-wave velocity α. (a) Case with
0<t<T , where T is the source duration. Density
perturbation exists only inside the spherical front
with radius r=αt. (b) Case with t>T . Density
perturbation exists between the outer spherical
front with radius r=αt and the inner front with
radius r=α t−T . Black and gray regions denote
the positive and negative signs of perturbation,
respectively.
Table 1. The relationship between M
and δmM.
余談ではあるが，2017 年地震研究所一般公開にて「地
震の発生を重力変化でとらえる．10億分の 1を探せ！」
と題する研究展示を行った．Harms et al. (2015) のモデ
ルから期待される東北地震による即時重力摂動の大きさ
は 10m/sであり [Kimura (2018)]，重力加速度 9.8m/s
に比して 10であるからである．その際，交代で説明
係を担当していただいた同僚の一言が忘れられない：
「地球の質量に対する地震の動的質量再分配も同じ比率
になるのではないか？」．早速，eq. (22) を用いて計算し
てみると，地球の質量M⊕=6.0×10 kg［理科年表 (2017)］
に対して，M9 地震による動的質量再分配は約10M⊕
であった．地震の動的質量再分配は地球の質量と全く分
布が異なるが，結果だけみれば彼の予想はおよそ当たっ
ていたのである．科学者の直感はあなどれない．
§6．ま と め
本稿では，全無限均質等方媒質中の動弾性グリーン関
数の空間 2階微分関数を導いた．これを含む形でモーメ
ントテンソルとシングルフォースの点震源の場合に対す
る歪み・応力・密度摂動場を表現し，公式として記した．
ここで導いた密度摂動の表現から新たに体積変化を伴う
震源による質量再分配 δm=Mt /3α (Volumetric
Moment tensor Mass redistribution) が示される（Mt 
は震源時間 tにおけるモーメントテンソルのトレース）．
次に，近年注目を集める地震の即時重力変化検出の研究
について紹介し，そこで提案された重力摂動理論モデル
が，本稿の公式を用いて任意の震源に簡便に拡張される
ことを示した． また，公式の応用例として，地震の 4象
限型動的質量再分配量 δm=4M/3πα (Dynamically
induced Quadratic earthquake Mass redistribution) の表
現を導き（Mは地震モーメント），マグニチュード毎に
動的質量再分配を概算した．ここに示した公式が，様々
な研究の一助となれば幸いである．
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